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ABSTRACT: The manuscript examines the integration of neural networks and interactive technologies

as catalysts for the epistemological deepening of the concept of limit in differential calculus. Through the
Google Colab platform, a pedagogical methodology is articulated that orchestrates adaptive content,
configured by machine learning algorithms that modulate didactics based on the cognitive idiosyncrasies
of the learner; in addition, the proposal includes the use of heuristic visualizations that facilitate analytical
introspection on cardinal notions such as continuity, error minimization, and approximations to the limit.
In short, this approach, based on a constructivist framework, stands as a disruptive innovation in
mathematics teaching, with the potential to reconfigure traditional teaching paradigms.

KEY WORDS: epistemology, constructivism, adaptative learning, neural networks, mathematical

didactics

INTRODUCCION.

A lo largo de la historia, el concepto de limite ha tenido altibajos. Inicialmente se emple6 con fines
practicos, y no fue sino hasta que el analisis matematico le otorgd un importante significado para la
descripcion de los fenomenos de continuidad y derivabilidad de las funciones reales; sin embargo, el
concepto de limite es considerado uno de los temas mas desafiantes en el area del calculo matematico
(Tall, 1992).

Diversos estudios han identificado dificultades recurrentes en los estudiantes, como la confusion entre los
conceptos de limite y tendencia, la interpretacion de la notacion del limite y la aplicacion de
procedimientos algebraicos (Cornu, 1991, 2002; Rojas Maldonado, 2015b, 2016, 2020). Estas dificultades
pueden obstaculizar la construccion de una comprension conceptual solida del limite.

En este contexto, el uso deologias educativas, como los agentes conversacionales, surge como una
alternativa prometedora para abordar las dificultades de aprendizaje del concepto de limite. Los agentes
conversacionales, también conocidos como chatbots, son sistemas de inteligencia artificial capaces de

interactuar con los usuarios a través del lenguaje natural (Harms etal., 2019). Estos sistemas han
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demostrado su potencial para mejorar el aprendizaje en diversas areas, incluyendo la educacion

matematica (Graesser et al., 2005).

La integracion de técnicas de inteligencia artificial y el proceso de lenguaje natural permite que los agentes
conversacionales puedan adaptar sus estrategias de didlogo y retroalimentacion a las necesidades
dificultades especificas de los estudiantes (Arroyo et al., 2014). Esto facilita la personalizacion del proceso
de aprendizaje y la implementacion de enfoques pedagogicos efectivos.

Diversos estudios han explorado el uso de agentes conversacionales en la ensefianza de conceptos
matematicos; por ejemplo, Graesser et al. (2005) desarrollaron un sistema llamado AutoTutor que
interacta con los estudiantes para guiarlos en la resolucion problemas de matematicas y fisica. Los
resultados mostraron mejoras en el aprendizaje y la motivacion de los estudiantes; asimismo, Arroyo et.
(2014) disefiaron un agente conversacional para la enseflanza de algebra, evidenciando su efectividad para
apoyar a los estudiantes con dificultades de aprendizaje.

En el caso especifico del concepto de limite, algunos estudios han explorado el uso de herramientas
tecnologicas, como simulaciones y entornos virtuales, para mejorar su comprension (Mamona-Downs,
2001; Rojas Maldonado, 2015b, 2015a, 2019; D. O. Tall, 1986); sin embargo, el uso de agentes
conversacionales alin no ha sido ampliamente investigado en este contexto.

Se pretende transformar la forma en como se presenta la teoria del concepto de limite en una funcién con
ayuda de las computadoras personales como recursos informaticos y mas aun el uso de la inteligencia
artificial, posible gracias a la rama de inteligencia artificial llamada redes neuronales artificiales, que es
capaz de simular aspectos de las neuronas bioldgicas; para esto, se abordaré una situacion didactica en las
que se plantea la importancia de no convertir la clase de matematicas en el tipico espacio en el que el
maestro presenta el conocimiento unidireccional y los alumnos Uinicamente tienen el rol receptor de ese

conocimiento.
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En contraposicion a la perspectiva conductista que durante afios naturalizé el paradigma de educacion

como mera instruccion, es necesario dirigir los esfuerzos por disefiar ambientes de aprendizaje que
promuevan el razonamiento y la cimentaciéon de representaciones mas significativas. Dentro de un
enfoque colaborativo y constructivista del aprendizaje, proponemos motivar en los alumnos la praxis de
construccion de su conocimiento propio, para lo cual presentamos una estrategia que coadyuve a concretar

nuestra propuesta.

DESARROLLO.

La ensefianza del concepto de limite en calculo es un tema de gran relevancia en la formacion matematica,
dado que este concepto se encuentra en el nicleo del célculo diferencial e integral. En este contexto, el
articulo de Gomez & Pantoja, (2013) destaca la importancia del limite como un tdpico esencial en la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Los autores sefialan que la transicion del bachillerato a la
universidad presenta significativas dificultades, ya que los estudiantes pasan de un enfoque intuitivo a uno
formal y tedrico, lo que contribuye a un alto porcentaje de fracaso académico en las asignaturas de calculo.
Ademas, enfatizan la necesidad de un analisis critico de los textos escolares, que son fundamentales en el
proceso educativo.

Por su parte, Pons et al. (Pons et al., 2013) abordan la comprension del limite desde una perspectiva
empirica, centrandose en las concepciones de los estudiantes de bachillerato y de los cursos de orientacion
universitaria. Su estudio revela la importancia de coordinar los procesos de aproximacion en la ensefianza
del limite, lo que sugiere que una tematizacion adecuada del esquema de limite es crucial para facilitar la
comprension de este concepto.

En un enfoque mas practico, Couoh et al. (2013) proponen una metodologia didactica centrada en la
implementacion de situaciones contextuales para la ensefianza de limites infinitos. Los autores
argumentan que las propuestas didécticas tienen un gran valor, ya que permiten a los estudiantes

reflexionar sobre la solucion de problemas, lo que puede enriquecer su comprension del concepto. Este
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enfoque también resalta la necesidad de adaptar las propuestas didacticas a la practica profesional docente,

sugiriendo que la validacion con estudiantes puede mejorar la efectividad de la ensefianza.

Mientras que Rendon Mayorga en su trabajo de tesis (Rendon Mayorga, 2017) introduce un enfoque
historico en el estudio del limite, sefialando que la dificultad en su aprendizaje se debe a la falta de una
definicion dinamica y a la relacién del concepto con procesos estaticos. A través de la teoria APOS, el
autor sugiere que la descomposicion genética del limite puede ofrecer diversas perspectivas para su
ensefianza; ademas, se menciona que los docentes tienden a priorizar significados graficos y algebraicos,
lo que puede limitar la comprension profunda del concepto.

Finalmente, Gordillo & Araya (Gordillo & Araya, 2017), analizan los conflictos semidticos que enfrentan
los estudiantes en la comprension del limite. Utilizando el Enfoque Ontosemio6tico, los autores identifican
categorias cognitivas que permiten detectar obstaculos en la ensefianza de este concepto. La complejidad
del aprendizaje del limite, segin estos autores, radica en la transicion de una aproximacion cualitativa a
una formal, lo que pone de manifiesto la necesidad de abordar las dificultades conceptuales y semioticas
en la ensefianza del calculo.

A través de esta revision de la literatura, se evidencia la importancia de un enfoque integral y critico en la
ensefnanza del concepto de limite, que considere tanto las dificultades inherentes al concepto como las
metodologias didacticas que pueden facilitar su comprension.

Google Colab, o Google Colaboratory, es un entorno de desarrollo integrado (IDE) basado en la nube que
permite la programacion y ejecucion de codigo en Python a través de una interfaz web. Disefiado
primordialmente para facilitar el aprendizaje y la investigacion en ciencia de datos y aprendizaje
automatico, donde se proporciona acceso gratuito a recursos computacionales avanzados, como unidades
de procesamiento grafico (GPU) y unidades de procesamiento tensorial (TPU), optimizando asi el
procesamiento de tareas intensivas sin la necesidad de infraestructura local (Google, s/f). Esta plataforma

puede ser utilizada para potenciar las clases, especialmente cuando se requiere trabajar con Python y
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bibliotecas de codigo (Santamaria Lopez et al., 2024); ademas, permite entrenar y probar modelos de

aprendizaje automatico, como redes neuronales, de una manera eficiente (Ferreira et al., 2024). Las redes
neuronales son modelos de aprendizaje automatico que se inspiran en la estructura y el funcionamiento
del cerebro humano (Incio-Flores et al., 2023).

Las redes neuronales son mas que otra forma de emular ciertas caracteristicas propias de los humanos
como la capacidad de memorizar y de asociar hechos. Si se examinan con atencion aquellos problemas
que no pueden expresarse a través de un algoritmo, se observara que todos ellos tienen una caracteristica
en comun: la experiencia (Jorge Matich, 2001, pp 4).

Estas redes pueden aprender a partir de datos complejos y realizar tareas de clasificacion y prediccion
(Matich, 2001). La capacidad de aprendizaje adaptativo de las redes neuronales las convierte en una
herramienta ideal para la personalizacion del aprendizaje. (Incio-Flores et al., 2023). La personalizacion
del aprendizaje ha emergido como una tendencia revolucionaria en el ambito educativo, ya que permite
adaptar el contenido y la ensefianza a las necesidades individuales de los estudiantes (Garcia-Pena et al.,
2020). Los modelos de aprendizaje basados en IA pueden desempeniar un papel clave en este proceso,
ofreciendo herramientas como chatbots y sistemas de recomendacion que se ajustan a las preferencias y
dificultades de cada estudiante (Edwards et al., 2024).

La revision de la literatura sobre el marco tedrico de la situacion de aprendizaje en las matematicas se
fundamenta en dos articulos clave que abordan la ensefianza y el aprendizaje en este campo desde
diferentes perspectivas.

El primer articulo (De La Villa et al., 2013) se centra en la teoria de Situaciones Didacticas y su aplicacion
en entornos tecnoldgicos. Los autores destacan la importancia de analizar los nuevos modelos de
intervencion didactica que surgen con la incorporacion de recursos tecnologicos en la ensefianza superior.
Este estudio revela que el uso de Sistemas de Algebra Computacional (CAS) ha crecido

significativamente, lo que ha llevado a una transformacion en los procesos de apropiacion del
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conocimiento matematico. La investigacion enfatiza la necesidad de explorar propuestas didacticas que

no solo se adapten a estos nuevos recursos, sino que también fomenten un aprendizaje efectivo en los
estudiantes, lo que sugiere que la integracion de tecnologia en la ensefianza de las matematicas puede
enriquecer las experiencias de aprendizaje si se implementa adecuadamente.

Fonseca (2018) complementa la discusion al abordar la formacion de docentes en la ensefianza de las
matematicas donde hace hincapié en la necesidad de crear oportunidades para que los futuros profesores
desarrollen conocimientos y habilidades esenciales. Se identifican desafios significativos en la formacion
docente, como la creacioén de materiales que faciliten la gestion de ideas de Didactica de la Matematica y
el desarrollo de entornos de aprendizaje que promuevan el aprendizaje continuo. El autor propone un
entorno de aprendizaje disefiado para que los estudiantes en formacidén conceptualicen la practica de
ensefiar variacion, lo que implica un enfoque reflexivo sobre su propio aprendizaje y la construccion del
conocimiento didactico necesario para la ensefianza de las matematicas.

Ambos articulos resaltan la importancia de la innovacion en la ensefianza de las matematicas, ya sea a
través de la integracion de tecnologia o de la formacion adecuada de los docentes, y establecen un marco
teorico que sugiere que las situaciones de aprendizaje deben ser cuidadosamente disenadas y adaptadas a
las necesidades de los estudiantes y del contexto educativo.

Ahora bien, diversos estudios han demostrado el potencial de utilizar plataformas como Google Colab en
entornos educativos; por ejemplo, ofrece un tiempo de ejecucion completamente configurado para el
aprendizaje profundo, proporcionando acceso gratuito a GPU robustas. Acelera aplicaciones como la
vision por computadora, convirtiéndola en una herramienta efectiva para el analisis de datos y mejorando
las experiencias de aprendizaje en educacion e investigacion de aprendizaje automatico (Carneiro et al.,
2018); para ensefiar disefio digital, permitiendo experimentos accesibles y reproducibles sin instalacion
de software. Mejora el aprendizaje a través de ejercicios guiados, cuestionarios y tareas practicas, lo que

lo convierte en una herramienta efectiva para el analisis de datos y la educacion (Canesche et al., 2021).
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Se ha implementado el uso de Google Colab para el desarrollo de modelos de redes neuronales artificiales

(ANN) en el campo de la investigacion cientifica (V et al., 2023); ademas, se ha explorado el uso de
Google Colab para entender conceptos basicos de Calculo (Paulo et al., 2023).

Sin embargo, no se han encontrado estudios especificos que aborden la integracion de Google Colab,
redes neuronales y software de visualizacion interactivo para la personalizacion del aprendizaje del
concepto de limite en Célculo Diferencial para estudiantes universitarios de biotecnologia. Este proyecto
de investigacion busca cubrir este vacio y contribuir al fortalecimiento del aprendizaje de este concepto

fundamental en la formacién de los futuros profesionales de la biotecnologia.

Metodologia.

La presente investigacion se inscribe en la metodologia de Disefio y Desarrollo, cuyo propdsito es la
creacion y perfeccionamiento de una situacion de aprendizaje innovadora que integra redes neuronales
para la personalizacién de contenido, utilizando software de visualizacion interactivo, aplicada al
concepto de limite en calculo diferencial con el apoyo de Google Colab. Esta metodologia se distingue
por su enfoque iterativo y su capacidad para adaptarse a las necesidades emergentes durante el proceso de
desarrollo.

La investigacion de diseno y desarrollo se centra en la creacion y perfeccionamiento de productos,
procesos o programas educativos mediante un enfoque iteractivo y sistematico. Este tipo de investigacion
es especialmente Util en el ambito educativo, donde se busca innovar y mejorar las practicas pedagdgicas
a través del desarrollo de nuevas herramientas y estrategias de ensefianza (Méndez Alvarez, 2001). La
investigacion de disefio y desarrollo a menudo utiliza un enfoque mixto, combinando métodos cualitativos
y cuantitativos para obtener una comprension mas completa y robusta del fenomeno estudiado. En este
caso, la metodologia propuesta puede beneficiarse de la triangulacion de datos cualitativos y cuantitativos
para evaluar y mejorar la situacion de aprendizaje de manera iterativa, la cual se circunscribe para los

alumnos del Programa Institucional de la Licenciatura en Biotecnologia de la Universidad Michoacana de
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San Nicolas de Hidalgo, cuya asignatura de Calculo Diferencial e Integral se imparte en el segundo

semestre a estudiantes que oscilan a una edad cronolédgica de dieciocho afios.

Esta metodologia no solo facilitara a los estudiantes una mejor comprension del concepto de limite, sino
que también les proporcionara habilidades practicas en el uso de redes neuronales y herramientas de
visualizacién interactiva, promoviendo un aprendizaje mas profundo y personalizado, pues el disefio y
desarrollo no es lineal; se realizan pruebas constantes, ajustes y mejoras para garantizar que el producto
final sea funcional y cumpla con los objetivos. La evaluacion de la efectividad de esta propuesta se llevara
a cabo en un articulo cientifico posterior, donde se analizaran los resultados obtenidos y se propondran
mejoras basadas en la evidencia recopilada, pues este trabajo estd limitado en la identificacion del
problema o necesidad, en la revision de literatura, en el disefio y desarrollo del artefacto.

La investigacion de disefio y desarrollo comparte elementos con otras metodologias, como la
investigacion-accion y el disefio experimental, pero su distintivo principal es el énfasis en crear y evaluar

artefactos funcionales como parte central del proceso investigativo. (Anderson & Shattuck, 2012).

Preparacion del Entorno.

Se configura Google Colab con las bibliotecas necesarias para el desarrollo del proyecto. Esto incluye:

o TensorFlow para la implementacion de redes neuronales.

o Matplotlib para la visualizacion interactiva de datos.

Se proporciona a los estudiantes un cuaderno de Colab preconfigurado con instrucciones iniciales y el

entorno de trabajo necesario.

Desarrollo del Modelo de Red Neuronal.
Se introduce a los estudiantes en los conceptos basicos de redes neuronales. Posteriormente, se guia a los

estudiantes en la construccion de una red neuronal simple que pueda personalizar el contenido de
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aprendizaje basado en las respuestas y el progreso del estudiante. Este modelo se entrena utilizando datos

de rendimiento académico y respuestas previas de los estudiantes.
Proyecto en Google Colab.

import numpy as np

import tensorflow as tf

from tensorflow.keras.models import Sequential

from tensorflow.keras.layers import Dense

import matplotlib.pyplot as plt

# Datos de entrada y salida (ejemplo: funcion 2x).
X_train = np.array([1, 2, 3, 4, 5])

y_train = np.array([2, 4, 6, 8,10])

# Definicion del modelo.
model = Sequential()
model.add (Dense(units=10, input_shape=(1,), activation="relu'"))

model.add (Dense(units=1)) # Capa de salida

# Compilacion del modelo.

model.compile (optimizer='sgd', loss="mean_squared_error")

# Entrenamiento del modelo.

history = model.fit(x_train, y_train, epochs=100)

# Prediccion en valores cercanos al punto de interés x=2.
x_test = np.linspace(1.5, 2.5, 100) # Valores alrededor de x=2

y_pred = model.predict(x_test)
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# Mostrar la funcion aproximada y el limite.

plt.plot(x_train, y train, 'ro', label="Datos de Entrenamiento')
plt.plot(x_test, y pred, label='"Funcion Aprendida')

plt.axvline(x=2, color='g", linestyle='--', label='x=2 (Punto de Interés)")
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('f(x)")

plt.title(' Aproximacion de la Funcion y Limite en x=2")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Implementacion de la Personalizacion.

La red neuronal se utiliza para analizar las respuestas de los estudiantes y adaptar el contenido en tiempo
real, como puede ser el: Proporcionar ejemplos interactivos y ejercicios personalizados que se ajusten al
nivel de comprension de cada estudiante y ajustar la dificultad de los problemas y la profundidad de las
explicaciones segun el rendimiento individual.

# Prediccion en valores cercanos al punto de interés x=2.

x_test = np.linspace(1.5, 2.5, 100) # Valores alrededor de x=2

y_pred = model.predict(x_test)

Visualizacion Interactiva.

Se expone a los estudiantes las herramientas de visualizacion como Matplotlib para crear graficos
interactivos que ilustren el concepto de limite, tales como la manipulacién de pardmetros en los graficos
para observar como afectan los resultados y la creacion de visualizaciones que muestren el

comportamiento de funciones matematicas en torno a un limite.
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# Mostrar la funcion aproximada y el limite.

plt.plot (x_train, y train, 'ro', label='"Datos de Entrenamiento')

plt.plot (x_test, y pred, label="Funcion Aprendida')

plt.axvline (x=2, color="g', linestyle='--', label="x=2 (Punto de Interés)")
plt.xlabel ('x")

plt.ylabel ('f(x)")

plt.title ("Aproximacion de la Funcion y Limite en x=2")

plt.legend()

plt.grid (True)

plt.show()

CONCLUSIONES.

El uso de redes neuronales, como el ejemplo anterior, puede ser una herramienta poderosa para ilustrar y
reforzar el concepto de limite en el aprendizaje de calculo, especialmente de las siguientes maneras:
Visualizacion de aproximaciones.

La red neuronal trata de “aprender” la relacion entre las entradas y salidas de los datos de entrenamiento
(en este caso, la funcion y = 2x). Durante el proceso de entrenamiento y al analizar los resultados, los
estudiantes pueden visualizar como el modelo se aproxima a la funcidén objetivo. Este enfoque se puede

relacionar con la forma en que los limites aproximan el valor de una funcién en un punto.

Comprension de la continuidad.

Al observar como el modelo genera valores para puntos cercanos a x =2 (o cualquier otro punto de
interés), los estudiantes pueden explorar la idea de continuidad y como una funciéon puede ser continua o
tener saltos en ciertos puntos. La red neuronal, en su intento de minimizar el error, crea una representacion

continua, lo que ayuda a los estudiantes a entender la continuidad en el contexto de limites.
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Aproximaciones numéricas al limite.

El modelo predice valores para puntos cercanos a un valor especifico (como en el intervalo [1.5, 2.5]
alrededor de x = 2 ). Esto se puede comparar con el proceso de encontrar un limite numéricamente,

evaluando puntos cada vez mas proximos al valor de interés.

Concepto de error y limite.

La funcion de pérdida en la red neuronal mide qué tan lejos estan las predicciones del modelo de los
valores reales. Este error puede interpretarse de forma similar al concepto de € en limites: a medida que
el error disminuye, el modelo se aproxima cada vez mas al valor deseado, lo que es andlogo a acercarse

al limite.

Experimentacion interactiva.

Permitir que los estudiantes modifiquen el cédigo, los datos de entrenamiento, o los parametros del
modelo les brinda una experiencia interactiva donde pueden observar como los cambios afectan la
precision de las aproximaciones. Esta experimentacion fomenta una comprension mas profunda del
concepto de limite y de como las aproximaciones pueden variar.

En general, el aprendizaje automatico puede hacer que el concepto abstracto de limite sea mas tangible y
comprensible, usando ejemplos practicos y visualizaciones que faciliten la intuicion de los estudiantes

sobre el comportamiento de una funcidén en puntos cercanos a los de interés.
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